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Examen S2 : Systémes non linéaires

Exercicel (08 points):
1. On considere le systeme différentiel suivant
X, =—Xx1 + Xy
Xy = —X; — Xy + X2x,
1.a) Trouvez tous les points d'équilibre et déterminez le type de chacun
1.b) Esquissez approximativement le plan de phase de chaque point d'équilibre.

Exercice 2 : (06 points)

Soit le systeme suivant:
X =-3x+x—x,+tu
)'CZ = xl_bxz

1- Lorsque u = 0 et b = 1 Calculer les points d’équilibre de ce systeme.
2- Lorsque u = 0 et b = 0, prouver que |'origine est localement stable, en utilisant
la fonction de Lypunov suivante : V(x) = %(xl2 + x2).

3- Lorsque u = f(x) et b = 1, calculer u pour que le systéme soit stable ?
Exercice 3 (6 points) :

Considérer le systeme suivant :
J'Cl = 2x1 - xz +u

x2:x1

- Concevoir un controleur par mode de glissement tel que 1'on puisse montrer que
|'origine est globalement asymptotiquement stable ?
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Correction Examen S2 : Systémes non linéaires

Correction exercice 1 (08 points):
a- Les points d’équilibre :

0=—x;+x,
0.25pt
0=—x; —x, +x%x,
On obtient :
X1 = X2
—x; — Xy +x2x;, =0 0.25pt
x3—2x,=0
Cette équation a 3 solutions :
x;=0
=2 0.25p
X, = 2

Donc nous avons 3 points d’équilibre

Xe1 = (0,0), x5 = (V2,V2), x03 = (—V2,—V2) 0.25pt

La nature des points d’équilibres :
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Pour le point d’équilibre x.,; = (0,0)

A+1%+1 0.5pt
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Les valeurs propres :14;, = —1 £ j = Le point d’équilibre est un foyer stable 0.5pt

Pour le point d’équilibre x,, = (\/Z \/E)

0.5pt

0.5pt
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Les valeurs propres :4;, , = £2 = Le point d’équilibre est un point selle

Pour le point d’équilibre x,, = (—v2, —v2)

—1 0.5p
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0.5p

Les valeurs propres :4; , = £2 = Le point d’équilibre est un point selle

b) Esquissez approximativement le plan de phase de chaque point d'équilibre.
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Correction Exercice 2 : (06 points)
Soit le systeme suivant:
X, =—3x;+x} —x,+u

Xz = xl_bxz

1- Lorsque u = 0 et b = 1 Calculer les points d’équilibre de ce systeme.



2- Lorsque u = 0 et b = 0, prouver que 'origine est localement stable, en utilisant
la fonction de Lypunov suivante : V(x) = %(xl2 + x2).

3- Lorsque u = f(x) et b = 1, calculer u pour que le systeme soit stable ?

1-Lorsque u = 0 et b = 1 Calculer les points d’équilibre de ce systeme.

Les points d’équilibre :

0.5pt
0=—-3x;+x7{ —x,
0 —_ x1 - xZ
On obtient :
X1 = X2
—4x;+x3 =0
. . . 0.5pt
Cette équation a 3 solutions :
X1 = 0
X1 = 2
X, = -2 05pt
Donc nous avons 3 points d’équilibre
Xe1 = (0,0),x,, = (2,2),x0.3 = (—2,—2) 0.5pt

1. Lorsque u = 0 et b = 0, prouver que l'origine est localement stable, en utilisant

la fonction de Lypunov suivante : V(x) = %(xl2 + x2).

V (x) = &y, + %%, = (—3x1 + x5 — xz)xl + x1x;

= —3x% + x} — x12, + x1x, 1pt
= —3x3 + x}

Pour que V (x) < 0,il faut que |x| < +/3 ce qui implique que I'origine est
localement stable.

1pt

3. Lorsque u = f(x) et b = 1, calculer u pour que le systeme soit stable ?
V(x) = &1 + Xpx, = (—3x1 + x% —-x,+ u)x1 + (X1 —x3)x,

— 2 4 2
- _3x1 + xl - xle + ux1 + xle - xz lpt

= —3x3 — x5 + (3 + wWx;
pour que le systéme soit stable il faut que u = —x3

1pt




Correction Exercice 3 (6 points):

Considérer le systéme suivant :

x=f)+g)u

£ = [2172) g0 = 3]

Nous choisissons une surface de glissement qui aura pour équation (x) = c;x; + ¢,x;,

1pt
tels que c; et ¢, sont les coefficients stables de polyndme,

Par exemple nous choisissonsc¢; = ¢, =1

On calcule la commande par mode de glissement comme la somme de deux commandes
U = Uptilgg

* Lacommande discontinue u,, = —K X signe (s(x)) 1pt

* Lacommande équivalente obtenue en posant s(x) =0

cTf(x)

1— X2+ X1
u= _—
cTg(x)

— Ksign(s(x)) = 2x 1

= —3x; + x5, — sign(x; + x5)

— Ksign(x; + x3)
1.5pt

On calcule alors u,, en posant u = u,, dans I'équation du systéme, on calcule $(x) = 0 et on
déduit ue,

s() =k;+ X, =2x — 2+ Ueg + X1 =02 Uy = —3x1 +x, = —4x; 2pt
Le systeme devient :

J'Cl = 2x1 - xz + ueq = _3x1

562 = x1 = _xz

0.5pt

Par conséquent, sur la surface de glissement, la solution s'approche de I'origine




